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آموزشی

عليرضا حقّي
دانش‌آموز دورة 
پيش‌دانشگاهي 
دبيرستان فرهنگ دهخدا

مقدمه
انسان از ديرباز، با ساخت بناها و اشياي گوناگون، علاقة وافر 
خود را به زيبايي محيط پيرامونش نشان داده است. هندسه 
علمي اســتك ه بيشــترينك م كرا به وي، براي تحقق اين 
هدفك رده اســت. دو مفهوم اساسي در هندسه،ي عني محيط 
و مساحت، بيشــترينك اربرد را در ساخت اشيا، به‌خصوص بناها 
در زندگي آدمي ايفاك رده‌اند. با تعريف شكل‌هاي جديد، هندسه 
نيز تقويت شد و لازم بود محيط  مساحت آن‌ها نيز محاسبه شود. 
شكل‌هاي هندســي گوناگوني وجود دارندك ه در اين بين، برخي 
در دســته‌هاي معيني جاي مي‌گيرند.كي ي از اين دسته‌ها، دستة 
»ستارگان منتظم« استك ه قوانين و نظام جالبي دارد. در اين مقاله، 
نويسندهك وشــيده است فرمول‌هايي جامع و ساده براي محاسبة 

محيط و مساحت ستاره‌هاي منتظم ارائه دهد.

بررسي هندسي
 شكل ستارة 

منتظم

تعريف و توضيح
در اين بخش، ابتدا به تعريف شكل ستاره 
مي‌پردازيم و ســپس به نــكات و توضيحات 

اشاره خواهيم كرد.
  تعريف: به شكل حاصل از امتداد اضلاع كي 
 »n ضلعي محدب منتظم«، »ستارة منتظم
n پرَ« مي‌گويند. به عبارت ديگر، ســطح 
 ايجاد شده از برخورد امتدادهاي اضلاع كي

 n ضلعي محدب و منتظم، ســتارة منتظم
n پر نام دارد.

n ضلعي محدبي كه ســتاره از امتداد 
اضلاع آن به‌دســت مي‌آيد n ضلعي مولد 
آن ســتاره نام دارد. لازم به ذكر اســت 
كه ســتاره، برخلاف n ضلعي مولدش كه 
محدب است، شكلي مقعر دارد. به هر كي 
از مثلث‌هايي كه از برخــورد امتدادهاي 

اضلاع n ضلعــي به‌وجود مي‌آيند، كي پر 
ستاره مي‌گوييم.

نكتــة ديگر اينكه تعــداد پرهاي هر 
ستارة منتظم، با تعداد اضلاع چندضلعي 
مولدش برابر اســت. البته بايد توجه كرد 
كه تعداد اضلاع هر ســتارة n پر، برابر با 
2n اســت؛ يعني تعداد اضلاع ســتارگان 
منتظم، دو برابر تعداد پرهايشــان است. 
مطابق تعريف بالا، براي اينكه ســتاره‌اي 
منتظم باشــد، مي‌بايد n ضلعي مولدش 
نيز منتظم باشــد. بنابراين، ستارة منتظم 
5 پر نمي‌توانــد حاصل امتداد اضلاع كي 

پنج‌ضلعي نامنتظم باشد.
با توجه بــه توضيحات فوق، مي‌توان 
دريافــت كــه از امتداد اضــاع مثلث و 
مربع، هيچ سطح منتظمي پديد نمي‌آيد. 
بنابرايــن در ايــن مقاله كــه بحث حول 
ســتاره‌هاي منتظــم اســت، n بايد عدد 

صحيح بزرگ‌تر از چهار باشد.
پس مي‌توان گفت ســاده‌ترين ستارة 

منتظم، »ستارة منتظم 5 پر« است.

     شکل      1.                                                                            

 قضيةكي : طول همة اضلاع در هر ستارة 
منتظم با كيديگر برابر است.

 اثبات: بــا توجه به اينكه در هر n ضلعي 
محدب منتظم، علاوه بر اضلاع، اندازة تمام 
زاويه‌هاي داخلي نيز با كيديگر برابر است، 
مي‌توان نتيجه گرفت كه اندازة زاويه‌هاي 
مكمل آن‌ها )زاويه‌هاي خارجي n ضلعي( 

نيز با كيديگر برابر است:
°

°

α +β =
⇒ β = γ

α + γ =

18
18




از برابــر بــودن دو زاوية هــر رأس 
نتيجه مي‌گيريم كه هر پر ســتاره، مثلثي 
ساق‌هاي  بنابراين  است،  متساوي‌الساقين 
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مثلث كه اضلاع ستاره را تشيكل مي‌دهند، 
داراي طول‌هاي كيسان هستند.

β
βα

α

     شکل      2.                                                                            

زاويه‌هاي داخلي ستارة منتظم
در هر ستارة منتظم دو نوع زاوية داخلي 
وجــود دارد كه در اين مقالــه نام نوع اول را 
»زاوية داخلي اصلي« و نام نوع ديگر را »زاوية 

داخلي فرعي« مي‌گذاريم.
زاويه‌هاي مشخص شــده در اين ستارة 
5 پــر منتظــم، زاويه‌هــاي داخلــي اصلي 
هستند. بنابراين زاويه‌هاي حاصل از برخورد 
امتدادهاي اضلاع چندضلعي مولد ســتاره را 

زاويه‌هاي داخلي اصلي مي‌ناميم. )شكل 3(

     شکل      3.                                                                          

زاويه‌هاي مشخص شده در ستارة شكل 
4 داخلي فرعي هستند. 

از ايــن تحليل مي‌توان نتيجه گرفت كه 
هر ستارة n پر منتظم، n زاوية داخلي اصلي 
 2n زاوية داخلي فرعي دارد و در مجموع n و

زاوية داخلي دارد.

     شکل      4.                                                                          

نكتــة مهــم ديگــر اين اســت كه در 
ســتاره‌هاي منتظم، اندازة تمــام زاويه‌هاي 
داخلي اصلي با هم، و تمام زاويه‌هاي داخلي 
فرعــي با هم برابرند. اثبــات آن را در ادامه 

مشاهده ميك‌نيد.
از آنجا كه در ســتاره‌هاي منتظم طول 
تمام اضلاع با هم برابر اســت )طبق قضية 
كي( و نيــز n ضلعي‌هاي مولد آن‌ها منتظم 
هستند و طول تمام ضلع‌هايشان با كيديگر 
برابرند، پرهاي ستاره )مثلث‌هاي كناري( به 
حالت تساوي سه ضلع، با كيديگر هم‌نهشت 
مي‌شــوند. بنابرايــن زوايــاي متناظر اين 
مثلث‌ها، يعني زواياي داخلي اصلي ســتاره 

نيز با كيديگر برابر مي‌شوند.

a a

abb
a

     شکل      5.                                                                           

مي‌دانيــم در n ضلعي‌هــاي منتظــم 
محدب، عــاوه بر طــول ضلع‌هــا، اندازة 
زاويه‌هاي داخلي نيز با كيديگر برابر اســت. 
مطابق شــكل 6، اندازة تمــام زواياي پهن 
 α+2β بــا كيديگر برابر و هر كــدام برابر با 

است.

β

βα

     شکل      6.                                                                          

در ادامــه، اندازة زاويه‌هــاي مذكور را 
برحســب تعداد پرهاي ســتاره به‌دســت 
مي‌آوريــم: از آنجا كه فرمول كلي زاويه‌هاي 
 داخلــي هــر n ضلعــي محــدب چنيــن 

است: 

β
βα

α

γ

     شکل      7.                                                                          
(n )

n

°−
α =

2 18  داريم:                   
   به كمك رابطة بالا

(n ) n
n n

n n

° °

°
°

α +β = ⇒ β = −α→

− −
β = − = −

= − + =

18 18
2 18 18 3618 18

36 3618 18

 

  

 

 

 

و طبق فرمول مجموع زاويه‌هاي داخلي مثلث: 

n
β+β+ γ = ⇒ γ = − β⇒ γ = −

7218 18 2 18 

  

كه زاويــة γ در واقع همان زاوية داخلي 
اصلي در ستارة منتظم است. حال به محاسبة 

اندازة زاوية داخلي فرعي مي‌پردازيم:
همان‌طور كه در توضيــح زاوية داخلي 
فرعي در بالا ذكر شد، اندازة هر زاوية داخلي 

فرعي برابر است با: α+2β و داريم:
(n ) ( )

n n n n
(n )

n n

−
θ = α + β = + = − +

+
= + =

2 18 36 36 722 2 18

36 2 1818

   



 



و نيز همان‌طور كه در بالا ذكر شد، هر ستارة 
منتظــم از n زاوية داخلي اصلــي و n زاوية 
داخلي فرعي تشــيكل شده اســت. بنابراين 
مجموع تمــام زاويه‌هاي داخلي هر ســتارة 

منتظم برابر است با: 
(n )n n n( ) n( )

n n
n n

+
γ + θ = − +

= − + +

72 2 1818

18 72 8 36

 



   

n مجموع زواياي داخلي ⇒ n (n ) °= γ + θ = −1 36 

يافتن محيط و مساحت
در بخش قبل ديديم كه اندازة زاويه‌هاي 
داخلــي تنگ با كيديگر و انــدازة زاويه‌هاي 
داخلي پهــن نيز با كيديگر برابر اســت. در 
 ايــن بخش، براي يافتن مســاحت ســتارة 
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 n پر منتظم، مســاحت‌هاي n ضلعي مولد و
n مثلــث كناري ســتاره )پر( را به‌دســت 
مي‌آوريم و با كيديگــر جمع ميك‌نيم. پس 
ابتــدا اندازة هر كدام از زاويه‌هاي تنگ را كه 
براي محاسبة مســاحت n ضلعي مولد لازم 

است، محاسبه ميك‌نيم.
مي‌دانيم كه انــدازة هر كدام از زاويه‌هاي 
داخلــي يــك n ضلعــي منتظــم، از رابطة

n به‌دست مي‌آيد. بنابراين مطابق 
) n -2( 180

 n
) n -2( 180 برابر با α شــكل 9، اندازة زاوية

خواهد بود. از آنجا كه زاويه‌هاي α و β مكمل 
 180-α برابــر با β كيديگرنــد، انــدازة زاوية
n خواهد شــد. 

و به‌طــور دقيق‌تر برابر با 360 
اما زاويــه‌اي كه براي ما اهميــت دارد، زاوية 
γ اســت. چون مجموع زواياي داخلي در هر 
مثلث مساوي °180 اســت، اندازة γ از رابطة 

 به دست مي‌آيد.
n

 720180 -

β
βα

γ

     شکل      8.                                                                          

همچنين مســاحت هر n ضلعي محدب 

4tan به‌دســت مي‌آيد 
n

 180
nb4

منتظم از رابطة 

كــه در آن، b طول ضلع n ضلعي و n تعداد 
اضلاع آن است. اين رابطه مساحت n ضلعي 
را برحســب طول ضلع n ضلعي به‌دســت 
مي‌دهــد، ولي مــا مي‌خواهيم مســاحت 
ســتاره را برحسب طول ضلع ستاره حساب 
كنيم. بنابرايــن مي‌بايد طول ضلع n ضلعي 
را برحســب طول ضلع ســتارة n پر منتظم 

به‌دست بياوريم.
 b و a بــراي به‌دســت آوردن رابطــة
مي‌توانيم از قانون كسينوس‌ها استفاده كنيم: 
b a a a a cos2 2 2 2= + − × × × γ

در اين صورت، مساحت n ضلعي از رابطة 
زير به دست مي‌آيد: 

Aضلعي منتظم محدب 
na ( cos )

tan
n

− γ
=

2 1
182 

مســاحت‌هاي هر كــدام از مثلث‌هاي 
 كنــاري را نيــز مي‌تــوان بــه روش زيــر 

محاسبه كرد: 

Aكيمثلث  a a sin a sin21 1
2 2

= × × γ = γ

a a

b

     شکل      9.                                                                          

مطابق آنچه كه در بخش‌هاي قبل ذكر 
شد، هر ســتارة n پر منتظم داراي n مثلث 
كناري مســاوي و هم‌مســاحت است. پس 

مساحت كل مثلث‌ها برابر است با: 

 Aهمة مثلث‌ها 
n a sin2

2
= γ

طبق آنچه كه گفته شد، مساحت ستاره 
از مجموع دو مساحت به‌دست آمده محاسبه 

مي‌شود:
 = مساحت ستاره 
مجموع مساحت‌هاي مثلث‌هاي كناري + n ضلعي مولد

A ستارة منتظم پنج‌پر
 

na ( cos ) n a sin
tan

n

− γ
= + γ

2
21

18 22 

a و b دو عدد حقيـقي و مثبت هستند 1
a b
b a
+ a حاصل  b

(a b)

4 4

4

1
2

+ =
+

و داريم 
كدام است؟

هاي

  3 1+  الف(

  ( )2 3 1+  ب( 
3 1−  ج( 

  ( )2 3 1−  د( 
 هـ( 1


