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آموزشی

عليرضا حقّي
دانش آموز دورة 
پيش دانشگاهي 
دبيرستان فرهنگ دهخدا

مقدمه
انسان از دیرباز، با ساخت بناها و اشیاي گوناگون، علاقة وافر 
خود را به زیبایي محیط پیرامونش نشان داده است. هندسه 
علمي اســت که بیشــترین کمک را به وي، براي تحقق این 
هدف کرده اســت. دو مفهوم اساسي در هندسه، یعني محیط 
و مساحت، بیشــترین کاربرد را در ساخت اشیا، به خصوص بناها 
در زندگي آدمي ایفا کرده اند. با تعریف شکل هاي جدید، هندسه 
نیز تقویت شد و لازم بود محیط  مساحت آن ها نیز محاسبه شود. 
شکل هاي هندســي گوناگوني وجود دارند که در این بین، برخي 
در دســته هاي معیني جاي مي گیرند. یکي از این دسته ها، دستة 
»ستارگان منتظم« است که قوانین و نظام جالبي دارد. در این مقاله، 
نویسنده کوشــیده است فرمول هایي جامع و ساده براي محاسبة 

محیط و مساحت ستاره هاي منتظم ارائه دهد.

بررسي هندسي
 شكل ستارة 

منتظم

تعریف و توضیح
در این بخش، ابتدا به تعریف شکل ستاره 
مي پردازیم و ســپس به نــکات و توضیحات 

اشاره خواهیم کرد.
  تعریف: به شکل حاصل از امتداد اضلاع یک 
 »n ضلعي محدب منتظم«، »ستارة منتظم
n پرَ« مي گویند. به عبارت دیگر، ســطح 
 ایجاد شده از برخورد امتدادهاي اضلاع یک

 n ضلعي محدب و منتظم، ســتارة منتظم
n پر نام دارد.

n ضلعي محدبي که ســتاره از امتداد 
اضلاع آن به دســت مي آید n ضلعي مولد 
آن ســتاره نام دارد. لازم به ذکر اســت 
که ســتاره، برخلاف n ضلعي مولدش که 
محدب است، شکلي مقعر دارد. به هر یک 
از مثلث هایي که از برخــورد امتدادهاي 

اضلاع n ضلعــي به وجود مي آیند، یک پر 
ستاره مي گوییم.

نکتــة دیگر اینکه تعــداد پرهاي هر 
ستارة منتظم، با تعداد اضلاع چندضلعي 
مولدش برابر اســت. البته باید توجه کرد 
که تعداد اضلاع هر ســتارة n پر، برابر با 
2n اســت؛ یعني تعداد اضلاع ســتارگان 
منتظم، دو برابر تعداد پرهایشــان است. 
مطابق تعریف بالا، براي اینکه ســتاره اي 
منتظم باشــد، مي باید n ضلعي مولدش 
نیز منتظم باشــد. بنابراین، ستارة منتظم 
5 پر نمي توانــد حاصل امتداد اضلاع یک 

پنج ضلعي نامنتظم باشد.
با توجه بــه توضیحات فوق، مي توان 
دریافــت کــه از امتداد اضــلاع مثلث و 
مربع، هیچ سطح منتظمي پدید نمي آید. 
بنابرایــن در ایــن مقاله کــه بحث حول 
ســتاره هاي منتظــم اســت، n باید عدد 

صحیح بزرگ تر از چهار باشد.
پس مي توان گفت ســاده ترین ستارة 

منتظم، »ستارة منتظم 5 پر« است.

     شکل      1.                                                                            

 قضیة یک: طول همة اضلاع در هر ستارة 
منتظم با یکدیگر برابر است.

 اثبات: بــا توجه به اینکه در هر n ضلعي 
محدب منتظم، علاوه بر اضلاع، اندازة تمام 
زاویه هاي داخلي نیز با یکدیگر برابر است، 
مي توان نتیجه گرفت که اندازة زاویه هاي 
مکمل آن ها )زاویه هاي خارجي n ضلعي( 

نیز با یکدیگر برابر است:
°

°

α +β =
⇒ β = γ

α + γ =

18
18




از برابــر بــودن دو زاویة هــر رأس 
نتیجه مي گیریم که هر پر ســتاره، مثلثي 
ساق هاي  بنابراین  است،  متساوي الساقین 
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مثلث که اضلاع ستاره را تشکیل مي دهند، 
داراي طول هاي یکسان هستند.

β
βα

α

     شکل      2.                                                                            

زاویه هاي داخلي ستارة منتظم
در هر ستارة منتظم دو نوع زاویة داخلي 
وجــود دارد که در این مقالــه نام نوع اول را 
»زاویة داخلي اصلي« و نام نوع دیگر را »زاویة 

داخلي فرعي« مي گذاریم.
زاویه هاي مشخص شــده در این ستارة 
5 پــر منتظــم، زاویه هــاي داخلــي اصلي 
هستند. بنابراین زاویه هاي حاصل از برخورد 
امتدادهاي اضلاع چندضلعي مولد ســتاره را 

زاویه هاي داخلي اصلي مي نامیم. )شکل 3(

     شکل      3.                                                                          

زاویه هاي مشخص شده در ستارة شکل 
4 داخلي فرعي هستند. 

از ایــن تحلیل مي توان نتیجه گرفت که 
هر ستارة n پر منتظم، n زاویة داخلي اصلي 
 2n زاویة داخلي فرعي دارد و در مجموع n و

زاویة داخلي دارد.

     شکل      4.                                                                          

نکتــة مهــم دیگــر این اســت که در 
ســتاره هاي منتظم، اندازة تمــام زاویه هاي 
داخلي اصلي با هم، و تمام زاویه هاي داخلي 
فرعــي با هم برابرند. اثبــات آن را در ادامه 

مشاهده مي کنید.
از آنجا که در ســتاره هاي منتظم طول 
تمام اضلاع با هم برابر اســت )طبق قضیة 
یک( و نیــز n ضلعي هاي مولد آن ها منتظم 
هستند و طول تمام ضلع هایشان با یکدیگر 
برابرند، پرهاي ستاره )مثلث هاي کناري( به 
حالت تساوي سه ضلع، با یکدیگر هم نهشت 
مي شــوند. بنابرایــن زوایــاي متناظر این 
مثلث ها، یعني زوایاي داخلي اصلي ســتاره 

نیز با یکدیگر برابر مي شوند.

a a

abb
a

     شکل      5.                                                                           

مي دانیــم در n ضلعي هــاي منتظــم 
محدب، عــلاوه بر طــول ضلع هــا، اندازة 
زاویه هاي داخلي نیز با یکدیگر برابر اســت. 
مطابق شــکل 6، اندازة تمــام زوایاي پهن 
 α+2β بــا یکدیگر برابر و هر کــدام برابر با 

است.

β

βα

     شکل      6.                                                                          

در ادامــه، اندازة زاویه هــاي مذکور را 
برحســب تعداد پرهاي ســتاره به دســت 
مي آوریــم: از آنجا که فرمول کلي زاویه هاي 
 داخلــي هــر n ضلعــي محــدب چنیــن 

است: 

β
βα

α

γ

     شکل      7.                                                                          
(n )

n

°−
α =

2 18  داریم:                   
   به کمک رابطة بالا

(n ) n
n n

n n

° °

°
°

α +β = ⇒ β = −α→

− −
β = − = −

= − + =

18 18
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و طبق فرمول مجموع زاویه هاي داخلي مثلث: 

n
β+β+ γ = ⇒ γ = − β⇒ γ = −

7218 18 2 18 

  

که زاویــة γ در واقع همان زاویة داخلي 
اصلي در ستارة منتظم است. حال به محاسبة 

اندازة زاویة داخلي فرعي مي پردازیم:
همان طور که در توضیــح زاویة داخلي 
فرعي در بالا ذکر شد، اندازة هر زاویة داخلي 

فرعي برابر است با: α+2β و داریم:
(n ) ( )

n n n n
(n )

n n

−
θ = α + β = + = − +

+
= + =

2 18 36 36 722 2 18

36 2 1818

   



 



و نیز همان طور که در بالا ذکر شد، هر ستارة 
منتظــم از n زاویة داخلي اصلــي و n زاویة 
داخلي فرعي تشــکیل شده اســت. بنابراین 
مجموع تمــام زاویه هاي داخلي هر ســتارة 

منتظم برابر است با: 
(n )n n n( ) n( )

n n
n n

+
γ + θ = − +

= − + +

72 2 1818

18 72 8 36

 



   

n مجموع زوایاي داخلي ⇒ n (n ) °= γ + θ = −1 36 

یافتن محیط و مساحت
در بخش قبل دیدیم که اندازة زاویه هاي 
داخلــي تنگ با یکدیگر و انــدازة زاویه هاي 
داخلي پهــن نیز با یکدیگر برابر اســت. در 
 ایــن بخش، براي یافتن مســاحت ســتارة 
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 n پر منتظم، مســاحت هاي n ضلعي مولد و
n مثلــث کناري ســتاره )پر( را به دســت 
مي آوریم و با یکدیگــر جمع مي کنیم. پس 
ابتــدا اندازة هر کدام از زاویه هاي تنگ را که 
براي محاسبة مســاحت n ضلعي مولد لازم 

است، محاسبه مي کنیم.
مي دانیم که انــدازة هر کدام از زاویه هاي 
داخلــي یــک n ضلعــي منتظــم، از رابطة

n به دست مي آید. بنابراین مطابق 
) n -2( 180

 n
) n -2( 180 برابر با α شــکل 9، اندازة زاویة

خواهد بود. از آنجا که زاویه هاي α و β مکمل 
 180-α برابــر با β یکدیگرنــد، انــدازة زاویة
n خواهد شــد. 

و به طــور دقیق تر برابر با 360 
اما زاویــه اي که براي ما اهمیــت دارد، زاویة 
γ اســت. چون مجموع زوایاي داخلي در هر 
مثلث مساوي °180 اســت، اندازة γ از رابطة 

 به دست مي آید.
n

 720180 -

β
βα

γ

     شکل      8.                                                                          

همچنین مســاحت هر n ضلعي محدب 

4tan به دســت مي آید 
n

 180
nb4

منتظم از رابطة 

کــه در آن، b طول ضلع n ضلعي و n تعداد 
اضلاع آن است. این رابطه مساحت n ضلعي 
را برحســب طول ضلع n ضلعي به دســت 
مي دهــد، ولي مــا مي خواهیم مســاحت 
ســتاره را برحسب طول ضلع ستاره حساب 
کنیم. بنابرایــن مي باید طول ضلع n ضلعي 
را برحســب طول ضلع ســتارة n پر منتظم 

به دست بیاوریم.
 b و a بــراي به دســت آوردن رابطــة
مي توانیم از قانون کسینوس ها استفاده کنیم: 
b a a a a cos2 2 2 2= + − × × × γ

در این صورت، مساحت n ضلعي از رابطة 
زیر به دست مي آید: 

Aضلعي منتظم محدب 
na ( cos )

tan
n

− γ
=

2 1
182 

مســاحت هاي هر کــدام از مثلث هاي 
 کنــاري را نیــز مي تــوان بــه روش زیــر 

محاسبه کرد: 

Aیک مثلث a a sin a sin21 1
2 2

= × × γ = γ

a a

b

     شکل      9.                                                                          

مطابق آنچه که در بخش هاي قبل ذکر 
شد، هر ســتارة n پر منتظم داراي n مثلث 
کناري مســاوي و هم مســاحت است. پس 

مساحت کل مثلث ها برابر است با: 

 Aهمة مثلث ها 
n a sin2

2
= γ

طبق آنچه که گفته شد، مساحت ستاره 
از مجموع دو مساحت به دست آمده محاسبه 

مي شود:
 = مساحت ستاره 
مجموع مساحت هاي مثلث هاي کناري + n ضلعي مولد

A ستارة منتظم پنج پر
 

na ( cos ) n a sin
tan

n

− γ
= + γ

2
21

18 22 

a و b دو عدد حقیـقي و مثبت هستند 1
a b
b a
+ a حاصل  b

(a b)

4 4

4

1
2

+ =
+

و داریم 
کدام است؟

هاي

  3 1+  الف(

  ( )2 3 1+  ب( 
3 1−  ج( 

  ( )2 3 1−  د( 
 هـ( 1


